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Seqiiéncias e Séries

Para z € R, podemos em geral, obter senz, €*, Inx, arctgx e valores de outras funcoes
transcendentes utilizando uma calculadora ou uma tabela.

Um problema fundamental consiste em determinar como as calculadoras calculam esses niimeros,
ou como se constréi uma tabela.

As séries numéricas infinitas (somas infinitas) podem ser usadas para obter valores funcionais
de uma certa fungao f(x), ou seja, valores aproximados para f(c), ¢ € R.

Portanto, temos que interpretar essas “somas infinitas” e saber o seu significado preciso. Lidar
com o infinito sempre foi um problema dificil; e os matematicos sabem disso ha mais de dois
milénios. E para que nds tenhamos uma idéia das dificuldades que podem surgir, vamos logo dar
um exemplo simples e bastante esclarecedor. Considere a soma infinita,

S=1-1+4+1-1+41-14+1—-14+1—-1+1—-1+1—1+--

Se escrevermos S = (1—1)4+(1—-1)+(1—1)+ (1 —1)+---, teremos S = 0. Mas podemos
também escrever S =1—(1—-1)—(1—-1)—(1—1)—(1—1)—--- e agora concluimos que S = 1.
Ainda hé uma terceira possibilidade, tao legitima como as anteriores:

S=1-1-141-14+1-14+1-141-14---)=1-85=25=1=S5=1/2.

Afinal, S =0, S =1 ou S = 1/2? Por que trés respostas diferentes? Claro que nao podemos
aceitar nenhuma delas em detrimento das outras.

Este exemplo aponta para a necessidade de se conceituar o que significa “soma infinita”. Como
veremos, essa conceituacao excluira a possibilidade de somas infinitas do tipo que acabamos de
considerar. E para chegar a essa conceituagao devemos primeiro estudar as chamadas “seqiiéncias
numéricas”.

1 Seqiiéncias numéricas

Definicao 1. Uma seqiiéncia de ntiimeros reais ¢ uma fun¢ao a : N — R que associa a cada ntimero
natural n a um numero real a(n), indicado por a,, o qual é chamado n—ésimo termo da seqiiéncia.

Figura 1: Representacao grafica de uma seqiiéncia numérica.

Um exemplo concreto de seqiiéncia numérica é dado pela seqiiéncia dos niimeros pares positivos
(2,4,6,8,10,---,2n,---), cujo termo geral da seqiiéncia é designado por a, =2n, n=1,2,3,---.
A seqiiéncia dos niimeros impares positivos também tem uma férmula simples para o termo geral,
a qual é dada por a, =2n+1,comn=20,1,2,3,---;0ua, =2n—1paran=1,2,3,---

Mas nem sempre o termo geral de uma seqiiéncia é dado por uma férmula, embora, eviden-
temente, sempre haja uma lei de formacao bem definida que permite determinar o termo geral
da seqiiéncia. E esse o caso das aproximacoes decimais por falta de v/2, que formam a seqiiéncia
infinita

a1 = 1,4; ay = 1,41; a3 = 1,414; a4 = 1,4142; a5 = 1,41421; ag = 1,414213; - --



Outro exemplo ¢ a seqiiéncia dos niimeros primos,
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53, 59,61, 67, - - -

Como se sabe, nao existe formula para o termo geral da seqiiéncia dos nimeros primos, mas
todos eles estao determinados e podem ser encontrados, por exemplo, pelo chamado “crivo de
Eratostenes”.

A notacao (a,) é muito usada para denotar uma seqiiéncia. Também se escreve (ay, ag, as, -+ ),
ou (ap)nen,ou simplesmente a,. Podemos também usar quaisquer outras letras, como (b,), (¢,),
(n), (Yn), (2n), etc. Alguns autores costumas escrever {a,} em vez de (a,), mas preferimos
reservar essa notacao entre chaves para o conjunto de valores da seqiéncia. Essa distingao é
importante, pois uma seqiiéncia possui infinitos elementos, mesmo que seu conjunto de valores seja
finito. Por exemplo, a seqiiéncia (+1,—1,+1,—1,+1,—1,+1,—1,---), é infinita, com elemento
genérico an = (—1)("_1); mas o seu conjunto de valores possui apenas dois elementos , +1 e -1, de
forma que, segundo convencionamos, {a,} = {—1,+1}.

Exemplos

(1) Seqiiéncia de termo geral a,, = 2". (2,4,8,16,32,---)
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(2) Seqiiéncia de termo geral a e (
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Figura 2: Representacao grafica das seqiiéncias numéricas (1) e (2).

Observamos que quando n cresce infinitamente, os termos a,, da seqiiéncia (1) também crescem
infinitamente. Ao passo que os termos a,, da seqiiéncia (2) acumulam-se préximos ao nimero 1.

(3) Seja a, = Stk t #£0 et # 1. Calcule o termo geral da seqiiéncia (a,,).
=0

Solucdo: a, = 14+t+t>+---+t". Multiplicando pelo fator t obtemos, ta, = t+t>+t>- - +¢"+1
Assim,

1— tn—‘rl
an_tan:]-_tn+1$ (1_t)an:1_tn+l :an:ﬁ
Note que a,, é a soma dos (n + 1) primeiros termos da P.G. 1,¢,t% -+ " ---

Para algumas seqiiéncias damos o primeiro termo a; e uma regra que permite determinar qual-
quer termo ag,q a partir do termo precedente, para k > 1. Isto é o que constitui uma definicao
por recorréncia e a seqiiéncia é dita definida por recorréncia.



(4) Ache os quatro primeiros termos e o n—ésimo termo da seqiiéncia definida por a; = 3 e
ap11 = 2ay para k > 1.

a; = 3= 20 -3

ag =20, =2-3=6=21.3

as =2ay =2.6=12=2%.3

ay =2a3 =212=24=23%.3

Isto sugere que a, = 2" - 3.

E possivel provar por inducao finita que a suposicao é correta. Prove!

1.1 Seqiiéncias convergentes e divergentes

Algumas seqiiéncias apresentam uma propriedade de que quando n cresce arbitrariamente, a,,
se aproxima de um numero real L, ou seja, a diferenga |a,, — L| é tdo pequena quanto se deseja,
desde que n seja suficientemente grande.

Defini¢ao 2. Seja (a,) uma seqiiéncia numérica e L um ntumero real. Dizemos que

(i) lim a,=L<=Ve>0;, INeN: Vn>N=la,—L|<e.

n—-4o00

(i) lim a,=400<=VM>0;, INeN: Vn>N=aqa,> M.

n—-+o00

(i) lim ap,=—-o00<=VM>0; INeN: Vn>N=a, < —M.

n—-+o0o

Qn as an
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Figura 3: Representacao grafica de uma seqiiéncia a,, que se aproxima de um numero real L.

Na figura 3, exibimos uma seqiiéncia (a,) tal que liril a, = L.

Definicao 3. Se existe um nimero real (finito) L tal que lir+n a, = L a seqiiéncia (a,) é dita
n—-r+oo

convergente. Caso contrario, a sequéncia é dita divergente.




Exemplo

123 n—1
(5) Utilize a definigdo para provar que a seqiiéncia (0, UL e ) , cujo termo geral
n
-1
éa, = n , tem limite L = 1.
n
Solugao:

Exercicio: (1) Prove utilizando a definicio de limite que a seqiiéncia (a,,) = ( n 12> converge
n

para o numero 1.
Solugao:

Alguns Teoremas para convergéncia de seqiiéncias

Teorema 1. a) lim " =0, se |r| <1

n—-+00

b) lim 7" nao existe se |r| > 1
n—+oo

Teorema 2 (Teorema do Confronto). Sejam (a,,), (b,) € (¢,) seqiiéncias tais que lirf a, =L =

lim ¢,. Se existe n; € N tal que a, < ¢, <b,, para todo n > nq, entao lim b, = L.

n—-+o0o n—-+o0o

Observacao: Se suprimirmos de uma seqiiéncia a,, um nimero finito de seus termos, isso nao
altera em nada o cardter da seqiiéncia com n no infinito. Assim, se a seqiiéncia original converge
para L, ou diverge, a nova seqiiéncia convergird para L ou divergira, respectivamente.

Teorema 3. Seja (a,) uma seqiiéncia. Se lim |a,| =0, entdo lim a, = 0.

n—-+oo n—-+o0o




Exercicio: (2) Utilizando a Definigao 3, os Teoremas 1, 2 e 3, verifique se sdo convergentes ou
divergentes as seguintes seqiiéncias:

) n?+2n—1
a _—
2n2 +5

n 2 n
) b)a, =Y tF 0<t<1, c) an=<——)
k=0 3

Da= TS5 g 0 (3) 0 (B0) W st

) (1) D Wa-Cot )

1.2 Seqiiéncias Mondtonas

Defini¢ao 4. Dizemos que uma seqiiéncia (a,) é mondtona nao-decrescente (ou crescente) se, para
todos os naturais m, n tais que m < n implicar a,, < a, (ou a, < a,). Se m < n implicar
A > ay (Ou a,, > a,) dizemos que a seqiiéncia (a,) é mondtona nao-crescente (ou decrescente).

Defini¢ao 5. Uma seqiiéncia (a,,) é limitada se existe um nimero real positivo K tal que |a,| < K,
vV neN.

Teorema 4. Se (a,) é uma seqiiéncia convergente entao (a,) ¢ limitada.

Pergunta: Toda seqiiéncia limitada é convergente?

Solugao: Nao. Considere a seqiiéncia a, = (—1)". Evidentemente, a seqiiéncia é limitada, |a,| < 1,
VvV n € N. Entretanto, os valores desta seqiiéncia alternam de —1 para 1 indefinidamente, e por-
tanto ela nao é convergente.

Teorema 5. Se (a,) é uma seqiiéncia monétona e limitada entao (a,) ¢ convergente.

Teorema 6. a) Se (a,) ¢ uma seqiiéncia mondétona cresecente (ou nao-decrescente) e ilimitada

superiormente entao lim a, = +o00.
n—-+00
b) Se (a,) é uma seqiiéncia mondtona decresecente (ou ndo-crescente) e ilimitada

inferiormente entao lim a, = —o0.
n—-+o0o

Exemplo
(6) A seqiiéncia (3

Solucgao:

n

é convergente.
mn!



Exercicio: (3) Verifique se sao convergentes ou divergentes as seguintes seqiiéncias:

n2n



Lista 11: Seqiiéncias

A) Exercicios do Guidorizzi — Vol. 4 — Paginas 6 - 10:

Exercicios 1.1

1) (2) a-b-c-d-1-m-n-0-g-s A3) @) a-b 5) ) (12)

B) Dado o termo genérico de ordem n das seqiiéncias dos Exercicios 1 a 16 determine os quatro primeiros termos
e lim ap, quando existir.

n—>oo
ghoxud i Cen—5 <t DIpseg? ; 4
" 3n+2 b= Snrd BT i m &L
2n—1)(3n+1)
5 n=_5 n— " —
a 6 a \/5 7 a Sred
§éc it 2 " = 100n
P+ R
= [ — 1kl \/'_l Er n
: 12 a,=(-1) e 13 a,=1+(0,1)
14 a,=1-(1/2) 15 a,=1+(=1y*! 16 a,=(n+1)./n
Em cada um dos Exercicios 17 a 34 determine o limite da seqiiéncia, quando existir. :
: g~ in
17 {6(—5/6)"} 18 {8 —(7/8)"} 19 {arctgn} 20 5
21 {1000 22 {(1,0001)"/1000} 23 J—1pn” 24 i
{ 3 : ’ 1) n In(n + 1)
s 4n* +1 >
cosn
25 {" 2n* 1| 26 { A } 27 {—4} 28 {e"Inn)
n
4n +5n+ 1
n 2 33—1: -n
29 {( ( j}so {(=1yn*37") 31 {2 "senn) 3 {—2n3__n2+5}

P ' 34 :
M—1 Tl Bl

Respostas dos exercicios de nimero impar do bloco B)

11/51/4,3/11,2/7;1/3 3 3/5,-9/11, =29/21, =57/35; -2

§ -5, -5,=5,-5, -5 . 7.2,73,25/14,7/50 . 9 2,/10,2/\/13, 2/\/18, 2/5: 0
11 3/10, -6/17,9/26, -12/37;0 13 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001:

15 2,0, 2, 0; o limite ndo existe 17 0 19 #/2 21 Naio existe

23 0 25 Ndoexiste 27 Nioexiste 29e 310 33 1/2



2 Séries numéricas

o0

Defini¢dio 6. Seja (a,) uma seqiiéncia infinita. A soma infinita Y a, = a;+as+az+---+a,+--- é
n=1

chamada série numérica infinita de termo geral a,,. Se somarmos apenas os n primeiros termos

n
desta série, teremos o que chamamos de soma parcial S, = > ar = ay +ay +az + -+ + a,.

k=1
Exemplos
(7) A seqiiéncia dos niimeros pares fornece a série 2+4+64--- = > 2n de termo geral a,, = 2n.
n=1
(8) A seqiiéncia numérica (1, 2,6, 24,120,720, - - - ) fornece a série 1 +2+6+24+ 1204720+ -- =
>~ n! de termo geral a, = n!.
n=1
(9) A seqiiéncia numérica (1,5, = - =, ) & frie 14+ = + < + > d
seqiiéncia numérica —, =, ,—, -+ | fornece a série — 44 = —, de
q ) 27 37 ) n? 2 3 = n?
termo geral a,, = —, conhecida como série harmonica.
n
(10) A o~ L. 11 1 1 1 1 ; ,_1+1+1+
seqiiéncia numérica | =, =, —, —, —, -+ , ——, - - - | fornece a série —4+—-+—+--- =
q 26°12°20°30" n(n+ 1) 276 12

S 1

, de termo geral a, = , conhecida como série telescopica.

m=in(n+1) n(n+ 1)
o0 o
Definigao 7. Dizemos que um ndmero real S é a soma da série Y. a,, ou que a série > a,
n=1 n=1
converge para S quando lim S, =S ( o limite da seqiiéncia das somas parciais (S7, Sa, S3,- )

n——+00

o o
¢ S). Neste caso, escrevemos S = > a,. Quando nlirfoo S, nao existe, dizemos que a série > a,
n=1 - n=1

diverge.

Exemplos
(11) A série S (=1)""' =1 —-1+1—1+ --- diverge. Trata-se da série que nos motivou a
n=1

conceituar soma infinita.
Solugao:

e Seqiiéncia das somas parciais:
S1=a; =,

So = ay +ay =,

Sz = ay + as + az =,

Sy = a1+ az + az + a4 =,

S,=a;+ay+ - +a, =



e Limite da seqiiéncia (S,): lim S, =

(12) A série > n=14+2+34+4+---+n+--- diverge.
n=1

Solugao:

e Seqiiéncia das somas parciais:

e Limite da seqiiéncia (S,): lim S, =

> 1 1 1 1 1
(13)Asérien;lZ—n:§+Z+§+---+2—n+--- converge.

Solugao:
e Seqiiéncia das somas parciais:

e Limite da seqiiéncia (S5,): lim S, =

S

S,
> 1 ! ¢ ¢
10
5 + L ] 0,5
0 n L
(11) (12) 012345n(13)0123456n
Figura 4: Representacao da seqiiéncia (5,,) dos exemplos (11), (12) e (13).
Exercicio

(4) Determine a série infinita que tem a seguinte seqiiéncia de somas parciais. Além disso, verifique

se a série é convergente ou divergente.

a) (Sn __dn ) b) (Sn - 3;1 1) ) (Sn - n”: 1) d) (S, =27

n+1



2.1 Séries Geométricas

o0
Uma série geométrica é da forma a + ar +ar?* +ar® +---+ar™ ' +--- = > ar"™ !, com a # 0.
n=1
;. . /. 7 . 7 a(l — rn)
% A n—ésima soma parcial da série geométrica é S,, = — 7 # 1
—r
De fato,
a
e Se |r| <1= lim r" =0, e assim, lim S, = .
n—oo n—oo 1—r
e Se |r| > 1= lim 7™ nao exite, e assim, lim S, nao existe.
n—oo n—oo
e Se r =1, entao S,, = na e portanto, lim S, = lim na nao existe.
n—oo n—oo
e Se r = —1, entao 5, oscila e portanto, lim S,, nao existe.
n—oo
Conclusao
a
A série geométrica converge se |r| < 1 e a sua soma é S = 7 .
—r
A série geométrica diverge se |r| > 1.
Exercicios
(5) Determine se a série é convergente ou divergente, se convergente encontre a soma.
)1—|—1+1+1—|— b)1—|—3+9+27+81 ) 1—0—2 4+8 10
a —_— —_— —_— ... —_— —_— —_— —_— . e e C —_— _—— - —_— e —— e e .
2 4 8 2 4 8 16 3 9 27 81

d) 31 ) 0,3+0,03+ 0,003+ 0,0003 + - -
n=1

(6) Expresse a dizima periddica 2,358585858..... como razao de dois inteiros.

2.2 Série Harmonica

o0

A série Y — é conhecida como série harmonica.
n=1T

O Teorema enunciado a seguir sera utilizado para provar a divergéncia da série harmonica.

o
Teorema 7. Se a série Y a, é convergente entao, dado € > 0, 3 N € N tal que |S,, — S,| < € para
n=1

todo m,n > N.




% A série harmonica é divergente.
De fato,

2.3 Série Telescopica

oo
A série Y

¢é conhecida como série telescopica.
a=in(n+1)

* A série telescopica é convergente.
De fato,

2.4 Propriedades das séries

oo [e.e]
(P1) Se > a, converge, entdo Y ca, também converge, V ¢ € R.
n=1 n=1
oo

oo
E vale, > ca, = ¢ ay.
n=1 n=1

(P2) Se > an e > b, convergem, entao »_ (a, +b,) também converge.
n=1 n=1 n=1
E vale,

d(an b)) = > an £+ > by.
n=1 n=1 n=1
(P3) Se > a, converge e Y b, diverge, entao Y. (a, £ b,) diverge.
n=1 n=1 n=1
(P4) Se > a, e > b, divergem, entdao »_ (a, £ b,) pode divergir ou convergir.
n= n=1

1 n=1
No momento oportuno, veremos exemplos para a (P4).

10



Exemplos
(14) Justifique, utilizando as propriedades acima, se a série a seguir é convergente ou divergente.

n=1 n=1

Para muitas séries é dificil ou praticamente impossivel encontrar uma férmula simples para
S,. Em tais casos, sao usados alguns testes que nao nos fornecem a soma S da série; dizem-nos
apenas se a soma existe. Isto é suficiente na maioria das aplicagoes porque, sabendo que a soma
existe, podemos aproximar o seu valor com um grau arbitrario de precisao, bastanto somar um
nimero suficiente de termos da série.

2.5 Séries de termos positivos

[o¢]
Teorema 8. Se Y a, é uma série de termos positivos e se existe K > 0 tal que S, < K,V n € N,
n=1

o
entdo a série »  a, converge.
n=1

Em uma série de termos positivos, é evidente, que (.S,) é mondtona nao-decresente S; < Sy <

Sz3<-- <S5, <o poisay Saptay<aytaytaz<---<a +ay+---+a, <---. Portanto,
[e.e]

basta verificar se a seqiiéncia (S,,) é limitada para concluir se a série > a, é convergente ou

n=1
divergente, segundo os Teoremas 5 e 6, respectivamente.

Exemplo

< n—1
(15) Verifique se a série n
n=1

n2m

converge.

2.6 Teste da Divergéncia

o0
Teorema 9 (Teorema da divergéncia). Se lim a, # 0, ent@o a série ) a,, diverge.

n—00 n—1

De fato,

CUIDADO: lim a, = 0 ndo garante a convergéncia da série. (Ver série harmonica).
n—oo

Exemplo

(16) Prove que as séries sdo divergentes:

< n?+1 S 1 2 3 n © n
b 2(—1)nt1 S I H d 1 _
2 ) 227 RS AR );n(nH)

a)

n=1 T

11



Exemplos para a (P4):  ¢) 3. (% + 1) 5> (l _ 1 )

n=1 =1 \n n+1

2.7 Teste da Integral

(0.9)
Teorema 10. Sejam » a, uma série de termos positivos e f uma funcao continua, tal que

=1

f(n) = a,, Yn € N. Entao,
> a, converge <= / f(z) dx converge.
1

n=1

Exemplo
(17) Determine se a série dada é convergente ou divergente:

o0 1 [e’] 1 [e'] 1 [e’e] . [e’e] 1
2) nglﬁ b) n;lﬁ 2 n;l% 4 n;16 ) n;ln Inn

2.8 Série-p

[e.e]
Uma série do tipo > — ¢ denominada Série-p.
n=1

f) > ne™

n=1

A série-p converge se p > 1. Caso contrério, se p < 1, a série-p diverge.

De fato,

2.9 Teste da comparacao

o0 o0
Teorema 11. Sejam Y a, e > b, séries de termos positivos.
n=1 n=1

[ee) [ee]
a) Se > b, converge e a, <b,,Vn> N €N, entdo > a, converge.

n=1 n=1
b) Se > b, diverge e b, < a,, Vn > N € N, entao Y a, diverge.
n=1 n=1

12



Exemplo
(18) Determine se a série dada é convergente ou divergente:

> sen(3n) > 17n

a) 2, b) 2.

=n2+l =on3 —1 = 13n2 —n —10°

o

Para utilizarmos um Teste da Comparagdo devemos primeiro escolher uma série > b, ade-
n=1

quada para entao provar que a, < b, ou b, < a, para todo inteiro n maior do que algum inteiro

positivo N. Esta prova pode ser dificil se a,, é uma expressao complicada. O teorema seguinte é
o
um teste de comparacao mais facil de aplicar porque escolhida Y b,, basta calcular o limite do

n=1
quociente a, /b, quando n — co.

[e.e] o0
~ - . . Qn ~
Teorema 12. Se Y a, e > b, sdo séries de termos positivos e se lim — = ¢ > 0. Entao, ou

n=1 n=1 n—oo 0,
ambas as séries convergem, ou ambas divergem.
(o]
Para obter uma série »_ b, conveniente para ser usada na forma limite do teste da comparagao
n=1

no caso em que a, ¢ um quociente,um bom processo consiste em reter apenas os termos do nume-
rador e do denominador que tém o maior efeito sobre a magnitude. Podemos também substituir

qualquer fator constante ¢ por 1, pois Y b, e Y c¢b, sdo ambas convergentes ou divergentes.

n=1 n=1
an termos de maior magnitude | escolha de b,
3n +1 3n 3 1
4n3 +n? — 2 4n3  4n? n2
V/n? + 4 /12 1 1
6n2—n—1 6n2  6nt/3 n4/3

Tabela 1: Ilustracao para escolha de b,.

Exemplo
(19) Determine se as séries seguintes convergem ou divergem:

< 1 © 3 oo 1 < 3n*+5n
b _— d _—
a)nZ::lZ—i-E)” )n;\/ﬁ—l C)nzzjl\/?’nQ—{—l >nz=:12"(”2+1)

2.10 Séries Alternadas

Uma série infinita é denominada série alternada quando seus termos sao alternadamente

positivos e negativos. Isto é, > (=1)""ta, = a; —ay + a3 —ag + --- + (=1)""a, +--- ou
n=1

(=D"a, =—ay +ay—az+ag— -+ (—=1)"a, +---.

n=1
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Teorema 13 (Teste de Leibniz). Em uma série alternada,
Se a, > ap+q e lim a, = 0, entao a série é convergente.
n—oo

% Conseqiiéncia: Em uma série alternada, se a,, > a,+1 e lim a, = ¢ > 0, entao a série é
n—oo

divergente.

Exemplo
(20) Determine se as seguintes séries alternadas convergem ou divergem:

D = TP Ve

n=1 4n? — 3 n=1 n=1 TL(’I’L + ]—) n=1 n

2.11 Convergeéncia Absoluta e Convergéncia Condicional

[e.o] o0

Defini¢ao 8. Uma série infinita ) a, ¢ dita absolutamente convergente se a série » |a,| é con-
n=1 n=1

vergente

Exemplo

& 1
(21) Verifique se a série ) (—1)"—; ¢é absolutamente convergente.
n=1 n

o0 oo
Teorema 14. Se ) a, é absolutamente convergente entao »_ a, é convergente.
n=1 n=1

Exemplo

(22) Verifique se a série sen(n)
n=1

5 converge.
n

o0
Defini¢ao 9. Uma série infinita ) a, é dita condicionalmente convergente se a série é convergente,

n=1

o0
mas Y |a,| é divergente.

n=1
Exemplo

: . &3 L) .
(23) Verifique que a série alternada Y (—1)""'— é condicionalmente convergente.
n=1 n

Exercicios
(7) Determine se a série é absolutamente convergente, condicionalmente convergente ou divergente.

00 1) 00 o 1) <, cos(nm/6)) 00 n2(1/n))
VEC e MECr gty 9 RS E e
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2.12 Teste da Razao

[ee]
Teorema 15 (Critério D’Alembert). Seja ) @, uma série de termos nao nulos.
n=1

n41 I
an
(a) Se L < 1 entao a série é absolutamente convergente.
(b) Se L > 1 ou L = 400 entao a série diverge.
(c) Se L = 1 nada se pode concluir.

Seja lim

n—oo

Exemplo
(24) Use o teste da razao e determine se a série é absolutamente convergente, condicionalmente
convergente dlvergente ou se o teste é inconclusivo.

DS BES 9Seynh oS D 9 Sy

= n=1 n=1 271 - 1

n

2.13 Teste de Raiz

o0
Teorema 16 (Critério de Cauchy). Seja > a, uma série de termos nao nulos.
n=1

Seja lim {/|a,| = L.

(a) Se L < 1 entao a série é absolutamente convergente.
(b) Se L > 1 ou L = 400 entao a série diverge.

(c) Se L =1 nada se pode concluir.

Exemplo
(25) Ache lim {/|ay,| e use o teste da raiz para determinar se a série converge, divergente ou se o

teste é 1nconclu51vo

a) >

n=1 [ln(n + 1)] n=1 77/2 n=1




TESTE SERIE CONVERGENCIA COMENTARIOS
ou DIVERGENCIA
Termo Geral i an, Diverge se nh_}IIOlO an # 0 Inconclusivo
" se nlgrolo a, = 0.
Série Geométrica nil ar™! Converge para s = 1 i . se Ir] < 1. Util para testes de

Diverge se |r| > 1

comparagao.

> T ,
Série-p > - Converge se p > 1 Util para testes de
n=1 T
Diverge se p < 1 comparacao.
(0.) oo o0 o0
Y an, Y by (i) Se > by converge, entao > ay, A série de comparagao
n=1 n=1 n=1 n=1 o
Comparagao converge. > b, é, em geral, série
o o n=1
ap, by >0, a, <b, | (ii) Se Y. a, diverge, entdao »_ b, geométrica ou série-p.
n=1 n=1
diverge.
_ SR an :
Comparagao Y an, Y. by Se lim — =k >0 Para achar b,, considere
n=1 n=1 n—0o0 Op,
por Limite Apy by >0 (i) as duas séries sao ambas apenas os termos de a,
convergentes ou divergentes. que tém maior efeito
sobre a magnitude.
o0
Séries Alternadas > (=1)"a, Converge se lim a, =0 Aplicével somente
n=1 n—oo
(Leibniz) a, >0 e se U, > Apyq VN. as séries alternadas.
0 0 B
Absolutamente > ay Se > |ay| converge Util para séries que
n=1 n=1
o0
Convergente entdo ) a, converge. tém termos positivos
n=1
e termos negativos.
~ & . An+1 /s .
Razao > ap Se lim = L (ou 00) a Série Util se a,, envolve
n=1 n—00 | Qp
(i) Converge (absolutamente) se L < 1. | fatoriais ou
(i) Diverge se L > 1 (ou 00). poténcias de grau n.
(D’Alembert) (iii) Inconclusivo se L = 1.
S 4
Raiz > ay Se lim {/|a,| = L (ou co0) a Série Util se a,, envolve
n=1 n—oo
(i) Converge (absolutamente) se L < 1. | poténcias de grau n.
(Cauchy) (i) Diverge se L > 1 (ou 00).
(iii) Inconclusivo se L = 1.
o
Integral > ay (i) Converge se ffo f(z)dz converge. f(z) obtida de f(n)
n=1
a, = f(n) (i) Diverge se [~ f(z)dz diverge. deve ser: positiva;

continua e decrescente
Vo >1.
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Lista 12: Séries

(A) Determine se cada uma das séries abaixo é convergente ou divergente:

< 1 < 1 e cos(3 )+ 2
1. 2. _
2 2 2
> ] o0 1 1 > 1
405 — 5 — 6. S —
ngl 4n n;l (477, + 4”) n;l TL'
A 8. 3 — 0. 521
. n=1 3n + 1 n=1 n . n=1 n'
S 1 o0 n —+ 2 0 2
10 11 —1)" 12 1)t —
PN I =T DT
o cos(zn) & i1 > e"
13. > 5 4. > (-1) - > (-1)
n=1 n n=1 2 =
0 1 < 3n?+5n
16 _— 17. 18.
n;l vn2+1 n;l 2n(n? 4+ 1) Z ln(n +1)

(B) Determine se a série dada é absolutamente convergente, condicionalmente
convergente ou divergente.

o0 271 o0 n
1. —1)m 2. —
;1( ) n! n;l n!
S n?+1 S 1
3. —1)" 4. 1)yt ——
nz1( ) n? nzl( ) n(lnn)?

(C) Calcule s1, s9, s3 € s, e depois calcule a soma da série, caso seja convergente.

1. — 2.
n;l (2n +5)(2n + 3) n;l 4n? — 1
3. In 4.
”;1 n+1 71;1 n+1++n

17



(D) Use o teste de divergéncia para determinar se a série diverge, ou se ¢ necessdria uma inves-

tigacao adicional.

x  3n 0 1 0 1
1. 2. 3.
712::1571—1 ,12::11—1—(0,3)” nz::ln2+3
S 1 S 2n 1 S n
4. 5. | — 6. _
7;16"4—1 nzln(7n—5+4n) n;lln(n—i—l)
Ty 8. 3 n sen(1/n)
. n sen n
n=1 {L/E n=1

(E) Utilize séries conhecidas, convergentes ou divergentes, juntamente com as propriedades de
séries (P1)-(P4) para determinar se a série ¢ convergente ou divergente. No caso de convergéncia,

determine a soma.

B ege

S I (O RTEN

118" n(n+1) .

(F) Use o teste da integral para determinar se a série converge ou diverge

00 00 00 1 ) n
1. 2. 2= 3. —— 4.
2 B rone (3 + 2n) n;n ‘ nz::Q n(lnn)? nz::l n?+1

n=1

(G) Use o teste bésico de comparagao (Teorema 11) para determinar se a série converge ou diverge

2—|—cosn

oo 1 oo \/ﬁ | 00
1. R e — 2. 3. —
1;1”4—1-7124-1 g1n2+1 7;::1”3” sz

(H) Use a forma limite do teste da comparacao (Teorema 12) para determinar se a série converge

ou diverge.

1. 2. 3. _— 4, _—
71;1714—4 7;::13—1—\/% nz::z 4n3 — 5n n;l en(n+1)2
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ap ~ . , . .
(I) Determine lim 11 ¢ use o teste da razio para determinar se a série converge, diverge ou
n—oo an
se o teste é inconclusivo.
o0 \/3 1 < 3" o0 on—1 o plo —|— 10
Z n+ 2. > 5 3. —Y— Z
n=1 n=1T + 4 n=1 5”(77/ + 1) n=1

(J) Determine lim /a, e use o teste da raiz para determinar se a série converge, diverge ou se o

teste é inconclusivo.

LEL o a

(Inn)™ x 2" x
5 3. — Z

n=1 nn/

(K) Determine se as séries alternadas seguintes convergem ou divergem

[e] 1 [e%e] (e%e]
1. —1)nt 2. —1)""Ins5" 3. —)"(1+e™
P pOEY S (-1 +e)
o0 e +1
4. —1)"

2 ()"

(L) Determine se a série ¢ absolutamente convergente, condicionalmente convergente ou diver-

gente.
) (2n —1)m

3. -
;1 nsen 5

1 > cos( g

1. 3 )l )
nz::l< ) V2n +1 = n?
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